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Les richesses cachées

+de la table de Pythagore .

Vous pensiez connaitre les tables de multiplication ? Détrompez-
vous ! Une surprenante propriété apparait lorsque I’on trace
un polygone régulier sur la table de Pythagore : la moyenne

des valeurs des sommets correspond a la valeur centrale du

polygone !

origine de la célebre table

de Pythagore se perd dans

I’ Antiquité grecque. La
plus ancienne représentation connue,
sous forme de tableau 10 x 10, se
trouve sur la stele funéraire d’un cer-
tain géometre nommé Ptolémée (il
ne s’agit pas du célébre astronome
du 1€ siecle), au début du 111° siécle
avant notre ere.
Quelques décennies auparavant,
dans ses Topiques, Aristote encou-
rageait I’apprentissage par coeur des
tables de 1 a 10, qu’il considérait
comme un socle fondamental indis-
pensable a connaitre pour pouvoir
effectuer par la suite des calculs
plus élaborés. C’est la plus ancienne
mention connue des tables de mul-
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tiplication.
Ptolémée enseignant a un jeune garcon devant Avec I'immuabilité qui caractérise
la reproduction d'une table de Pythagore (stéle les objets mathématiques, ce fameux

funéraire du géométre Ptolémée, début du e siecle tableau de nombres est parvenu tel

avant notre ére ; marbre blanc ; hauteur 77 cm). . )s .
quel jusqu’a nous et son apprentis-

sage systématique (parfois douloureux !) continue
encore aujourd’hui a forger I’esprit de nos écoliers,
en dépit de ’avénement des calculatrices.

4+ Lessentiel est invisible
pour les yeux

Mais la table de Pythagore est davantage qu’un

simple outil de calcul. Lorsqu’on 1’étudie pour
elle-méme, en tant qu’objet mathématique, on y
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découvre des richesses insoupgonnées. On a beau
avoir eu mille fois sous les yeux les tables de multi-
plication et les avoir apprises par cceur, d’étonnantes
propriétés se dissimulent a notre regard. Ainsi, par
exemple, chaque nombre situé a I’intérieur de la
table de Pythagore est égal a la moyenne des huit
nombres qui I’entourent. L’aviez-vous remarqué ?
En effet, le nombre qui se trouve a la ligne g eta la
colonne p de la table de Pythagore est évidemment
le produit gp ; les huit nombres qui I’entourent sont
(@-D(p-1). (¢-Dp. (¢-D(p+1), g(p-1), g(p+1),
(g+D)(p-1), (g+1)p et (g+1)(p+1). La somme de
ces entiers vaut 8¢gp ; le résultat en découle.

Plus étonnant encore :

Lorsque I’on trace un polygone régulier sur la table
de Pythagore, la moyenne des valeurs des sommets
est au centre du polygone.

Pour illustrer cette propriété, commengons par
observer deux exemples concrets : un pentagone
régulier et un hexagone régulier. Sur la figure ci-
dessous, la situation est localisée précisément sur
les tables de multiplication. Sur la figure suivante,
le méme polygone régulier est déplacé de facon
générique a ’intérieur des tables, en plagant le
centre de gravité du polygone a I’intersection de
la p-iéme colonne et de la g-i¢me ligne.

12 |15 | 18 | 2 24 | 27

6
4 % 12 | 16 | 20 | 24 | 28 3? 36
\

15 120 | 25 | 30 | 35 /0 45

6 12\ 18 | 24 | 30 | 36 | 42 /48 | 54

7 14 \61 28 | 35 | 42 4‘/ 56 | 63

8 16 | 24 1 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72

9 18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81

Cas du pentagone régulier : la moyenne des sommets se
trouve au centre. On aiici 5 +32 + 56 + 24 + 8 =5 x 25.



\Du discret au continu

La symétrie des polygones réguliers semble s’exprimer dans
nos tables de multiplication. Pour le prouver en toute généralité,

(p+3)(4-1) il est nécessaire de remplacer la table de Pythagore (discrete)
7 par le plan complexe (continu). On associe a chaque point M
\ - / de coordonnées (p, q), donc d’affixe z = p + ig, le nombre réel

1
f(z) =pg= Elm (Zz) .On obtient ainsi une « table de Pythagore

continue » !

\ / Si I’on note maintenant z;, z,... z, les affixes des som-
\ 1 mets d’un polygone régulier a n cotés (avec n > 3) et ®
(p-2)(q+3) (p+2)(q+3) I’affixe du centre QO de ce polygone, on doit montrer que

fla)+f(z)+.. + £ ()

= f(®), ce qui signifie précisément

n
On a effectivement que la moyenne des valeurs associées aux sommets est au centre

P(g-4)*(p+3)(g-1)+(p+2)(g+3)+(p-2) (g+3)+(p-3) (g-1) - b du polygone.
5 ’ Pour prouver 1’égalité précédente, on se souvient que, par défini-

tion, les sommets d’affixes z, z,... z, s’obtiennent en itérant la rota-
tion d’angle 27t/n et de centre Q a partir d’un sommet quelconque du
1123 4|5 |67 819 polygone régulier. Dit autrement (avec le langage de 1’analyse com-
plexe), pour tout k compris entre 1 etn,z,=® + Re B x (exp 2in/n)*
= o + Re™ x exp(2ikn/n) avec R le rayon du cercle circonscrit au
polygone (donc la distance de Q a I’un quelconque des sommets
du polygone) et 6 I’argument de z,, — ©.

3 6 9 AR 15 |18 | 21 | 24 | 27

4 r 12 1 16 | 20 \' 28 | 32 | 36 On a déja, en posant o= exp 2in/n (en particulier, remarquez que
o = exp(2inn/n) = exp(2in) = 1) :
5 1(1 15 | 20 | 25 ’SO 35 | 40 | 45 2 L . 2 2 . .
Y ii=Y (0+Re®af) =Y (0 +R%**a* +20Re ak)
6 t 18 | 24 | 30 ) 42 | 48 | 54 k=1 k=1 k=1

n n
®> +R2*0 Z o +20Re® Z ak.

1=

7 114 21 #7735 | 42 | 49 | 56 | 63 =

k=1 k=1 k=1
8 | 16|24 |32 |40 |48 56 |64 | 72 Intéressons-nous au dernier terme et posons
n
— k _ 2 3 n
9 | 18| 27 36| 45 54 63 72 | 81 S—kzlot =a+02+0’+...+0

- rogression géométrique de raison o).
Cas de I'hexagone régulier : la moyenne des sommets se (prog & qu )

n
trouve au centre. Onaici12+24 +36 +28 +12+8 =6 x 20. On a alors oS = Z o —o? o+ .. o+t
k=1
Mais o*! = oxa” = ax1 = o = a'. On en déduit que oS est
rigoureusement égale a S. Comme o est différent de 1 (puisque
n est supérieur a 3), on a nécessairement S = 0 ; on en déduit que

n n n
ole2) Z z% _ Z o2 + R2%0 Z a.
LA k=1 k=1 nk:l
~ A _ 2%k 2
(p-2) (g-1) ¢] N (p+2) (g-1) Posons dememeT—];loc .Commen>3,onaa” #1.

i On calcule alors directement la valeur de T comme somme des

termes d’une progression géométrique de raison o :
-2 +1 Y +2 ( +1 L 1—a2" 062
(p-2) (g+1) - (p*2)(g+1) T=) a*=a? 2:—2(1—(0c”)2)20cara”=1.
N k=1 e
n
plg+2)

n
. &
Il vient que Z z,% = Z o’ = nw’, et donc que * = — Z z%.
k=1 k=1 =

On en conclut que
f(w) = llm((oz) Ly il xIm(zz) - Xn‘,f(Z )
2 no=2 Yong v

Le résultat est établi.

On a effectivement
Pla-2)*(p+2)(g-1)+(p+2)(g+1)*plg+2)*(p-2) (g*1)+(p-2) (9-1) _

6
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Toutes ces propriétés
de la table de
Pythagore, et bien
d’autres encore,

sont a retrouver

dans le livre Voyage
au centre de
[’hécatonicosachore,

Publishroom Factory,

2022 (voir la note

de lecture parue
dans Tangente
Education 64 (2023)
et disponible sur
tangente-mag.com).

( REFERENCES )
Ve

LES RICHESSES CACHEES DE LA TABLE DE

Intrigant, n’est-ce pas ? En observant comment la
symétrie de ces deux polygones s’exprime numé-
riquement dans les tables de multiplication, on
pressent que cette remarquable propriété pourrait
aisément se généraliser a tous les cas de figure !
En plagant n’importe quel polygone régulier, de
n’importe quelle taille, dans n’importe quelle posi-
tion, sur les tables de multiplication, la moyenne
des valeurs des sommets devrait ainsi toujours se
trouver au centre... et c’est bien le cas (voir une
démonstration en encadré page précédente).

4+ Généralisation en trois dimensions

De fagon surprenante, la propriété se généralise en
trois dimensions. Il faut pour cela considérer une
« table de Pythagore tridimensionnelle », obtenue
en « empilant » nos tables de multiplication : on
imagine un cube nxnxn constitué¢ de cellules for-
mant un empilement de » tables de Pythagore. Sur
I’illustration ci-dessous, n = 5.

/5 /10 /15 /2 [ 2
/10 /20 /30 /40 /50 /
/15 /30 /45 /60 )75/

/20 /40 /60 /80 /100 /
25 /50 /75 /100 /125

VENEYENEYEY:
/12 /24 /36 /48 [ 60 /
/16 /32 /48 /¢4 /80 /
20 /40 /60 / 80 /100

/6/12/18/24 30 /
VENENENEYEY,
[ 12 /24 /36 /48 [0 [
15 /30 /45 /¢ /75

La construction
en trois dimensions.
Par exemple,
le «40»
qui se trouve
en haut a droite

I ENENEYEYEY:
/6 [12/18 /24 [30/
/8 f16 /24 /32 /)4 )

est obtenu
VEVEVEVE: comme le produit
delaligne 2
/ 2 6/ 8 par la colonne 4
/ o [12/ 15/ et par la pile 5
/4/8/12/16/20/ (2x4x5=40).

5 /10/15 /20 /2

Avec cette construction tridimensionnelle, vous
pouvez vérifier que le nombre figurant dans une
cellule est la moyenne des nombres figurant dans
les vingt-six cellules adjacentes.

PYTHAGORE

On remplace maintenant les polygones réguliers
par des polyedres réguliers (les célebres solides de
Platon). En plagant un tel solide dans une « table
de Pythagore continue tridimensionnelle » (comme
on a fait pour le plan, en identifiant cette fois le
point M de coordonnées (x, y, z) au produit xyz),
on constate, non sans émerveillement, que la pro-
priété de moyenne reste encore valable, excepté
pour le tétraédre. Pour les quatre autres solides (le
cube, I’octaédre, le dodécacdre et 1’icosacdre), la
moyenne des sommets est bien toujours au centre.
La démonstration, calculatoire, se fait en examinant
un par un le cas de chaque polyédre, en considérant
les coordonnées de ses sommets (voir I’article
Propriétés de moyenne dans la table de Pythagore
cité en référence).

/5 /f10/15/2 /25
/10 /20 /30 /40 /50 /
/15 /30 /45 /60 /75 )

/20 / 40 / 60 /80 /100 /
25 /50 /75 /100 /125

Exemple
avecun
icosaédre.

+ Au-dela : a vous de jouer!

Plusieurs pistes de généralisations viennent natu-
rellement a ’esprit, dont certaines s’averent fruc-
tueuses.
Si I’on augmente la dimension de 1’espace, le
charme est rompu : la propriété n’est plus vérifiée
pour les polytopes réguliers de dimension 4 ou plus.
En revanche, elle reste vraie en dimension 3 pour
les solides archimédiens (excepté pour le tétracdre
tronqué), « moins réguliers » que les solides de
Platon mais encore « suffisamment riches » en
symeétries internes.
On peut aussi imaginer d’autres tableaux de nombres
que la table de Pythagore (autrement dit, d’autres
fonctions complexes), et se demander lesquels
vérifient la propriété. Avis aux amateurs : il y a
1a vraisemblablement un domaine & explorer. A
vos stylos !

O— C.D.

* Propriétés de moyenne dans la table de Pythagore. Charles Delaporte, 2022, disponible en ligne sur HAL.
* Dossier « Les secrets du calcul mental ». Tangente 163, 2015.

* Dossier « La saga des théorémes : Pythagore ». Tangente 172, 2016.
* Dossier « Les triplets pythagoriciens ». Tangente 212, 2023.

* Les nombres complexes. Bibliothéque Tangente 63,

* Dossier « Le barycentre ». Tangente 201, 2021.
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